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Applications linéaires et Matrices

1. On considère les applications linéaires f et g de R3 dans R3, dé�nies par

f(x, y, z) = (2x+ 3y − 4z, 2y + z, 2z) et g(x, y, z) = (3x, 2x+ 3y, x+ y + 3z).

Déterminer les matrices associées à f , g, f ◦ g, g ◦ f , f + g dans la base canonique de R3.
Déterminer les matrices associées à fn et gn dans la base canonique, pour tout n ∈ N.

2. Soient P1(X) = 3X + 2 et P2(X) = 2X + 3 et soit f : R1[X] → R1[X] l'application
linéaire dé�nie par f(P ) = P ′.
Montrer que (P1, P2) est une base de R1[X] et donner la matrice de f dans cette base.

3. Soit Rn[X] l'espace vectoriel des polynômes de degrés inférieur ou égal à n à une indé-
terminée à coe�cients dans R. Calculer, dans la base {1, X,X2, ..., Xn}, les matrices des
applications linéaires Rn[X]→ Rn[X] suivantes :

(1) P (X) 7→ P ′(X) ;

(2) P (X) 7→ 1
2
(P (X) + P (−X)) ;

(3) P (X) 7→ P (X)− P (0) ;

(4) P (X) 7→ 7 P (X).

(5) P (X) 7→ P (X + 1)− P (X) ;

4. On note (e1, e2, e3) la base canonique de R3. On pose

f1 = −e1 + e3, f2 = 2e1 − e2 + 2e3, f3 = e1 − e2 + e3.

(1) Véri�er que (f1, f2, f3) est une base de R3.

(2) Donner la matrice de passage de la base canonique à la base (f1, f2, f3).

(3) Donner la matrice de passage de la base (f1, f2, f3) à la base canonique.

(4) Si un vecteur a pour coordonnées (x, y, z) dans la base canonique, quelles sont ses
coordonnées dans (f1, f2, f3) ?

5. Soit u : R2 → R2 dé�nie par u(x, y) = (x− 2y, 3y).

(1) Déterminer la matrice de u dans la base canonique (e1, e2) de R2.

(2) Soient f1 = e1 et f2 = e1 + e2. Montrer que (f1, f2) est une base de R2 et déterminer
la matrice de u dans cette nouvelle base par deux méthodes.

6. Soit la matrice A =

 2 1 0
−2 1 2
−1 1 3

. Soit u l'application linéaire associée à A dans la base

canonique (e1, e2, e3).

(1) Soient f1 = e1 − e2 + e3, f2 = e1 + e3 et f3 = e2 + e3. Montrer que (f1, f2, f3) est une
base de R3.

(2) Déterminer la matrice de u dans la base (f1, f2, f3).
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7. Soit e = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et f l'endomorphisme de R3 dé�ni par

A = Me,e(f) =

 2 2 3
−2 −1 −2
1 1 2

 .

(1) Calculer f(bi) pour b1 = (1,−2, 1), b2 = (0, 2,−1), b3 = (0, 0, 1).

(2) Démontrer que b = (b1, b2, b3) est une base de R3.

(3) Déterminer T = Mb,b(f). En déduire que f est bijective.

(4) Calculer N2 pour N =

 0 1 3
0 0 2
0 0 0

. En déduire Nk pour k ≥ 0.

(5) Soit n ∈ N. Calculer T n en fonction de n et N , puis en fonction de n uniquement.

(6) En déduire An en fonction de n.

8. Soit u l'endomorphisme de R3 dont la matrice par rapport à la base canonique (e1, e2, e3)

est M =

 15 −11 5
20 −15 8
8 −7 6

.

(1) Montrer que e′ = (e′1, e
′
2, e
′
3) est une base de R3, où

e′1 = 2e1 + 3e2 + e3, e′2 = 3e1 + 4e2 + e3 et e′3 = e1 + 2e2 + 2e3.

(2) Écrire la matrice de passage de la base canonique à la base e′ et la matrice de passage
de la base e′ à la base canonique.

(3) Déterminer la matrice M ′ de u relativement à la base e′.

(4) En déduire Mn, pour tout n ∈ N.
(5) Montrer que u est un isomorphisme et écrire la matrice de u−1 dans la base canonique.


