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Applications linéaires et Matrices

1. On considére les applications linéaires f et g de R? dans R3, définies par
flz,y,2) = (2x 4+ 3y — 42,2y + 2,22) et g(z,y,2) = (32,20 + 3y,x + y + 3z).

Déterminer les matrices associées & f, g, fog, go f, f + g dans la base canonique de R3.
Déterminer les matrices associées a f" et ¢" dans la base canonique, pour tout n € N.

2. Soient Pj(X) = 3X 4+ 2 et Po(X) = 2X + 3 et soit f : Ry[X]| — Ry[X] lapplication
linéaire définie par f(P) = P'.
Montrer que (P, P») est une base de R;[X] et donner la matrice de f dans cette base.

3. Soit R, [X] l'espace vectoriel des polynomes de degrés inférieur ou égal a n & une indé-
terminée a coefficients dans R. Calculer, dans la base {1, X, X2 ..., X"}, les matrices des
applications linéaires R, [X] — R, [X] suivantes :

= 5(P(X) + P(=X));

2

4. On note (ey, €9, 3) la base canonique de R?. On pose
fi=—ei +es, fa = 2e1 — ex + 2es, fs=e1—ex+es.
1) Vérifier que (f1, fo, f3) est une base de R3.
2) Donner la matrice de passage de la base canonique a la base (f1, fa, f3)-
3)
)

4) Si un vecteur a pour coordonnées (z,y,z) dans la base canonique, quelles sont ses
coordonnées dans (fi, fo, f3) 7

Donner la matrice de passage de la base (f1, f2, f3) & la base canonique.
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5. Soit u : R? — R? définie par u(z,y) = (z — 2y, 3y).
(1) Déterminer la matrice de u dans la base canonique (e, e5) de R?.

(2) Soient f; = ey et fo = e; + e5. Montrer que (fi, f2) est une base de R? et déterminer
la matrice de u dans cette nouvelle base par deux méthodes.
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6. Soit la matrice A= | —2 . Soit u 'application linéaire associée a A dans la base
1

—_ =
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canonique (eq, ey, e3).

(1) Soient f; =e; —es+ €3, fo =e1 +e3 et f3 = ey + e3. Montrer que (f1, f2, f3) est une
base de R3.

(2) Déterminer la matrice de u dans la base (f1, fa, f3).
1
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7. Soit € = (e, €9, e3) la base canonique de R? et f I’'endomorphisme de R?® défini par

2 2 3
A=Mee(f) = -2 -1 =2
1 1 2

(1) Calculer f(b;) pour by = (1,—2,1), by = (0,2, —1), bg = (0,0, 1).
(2) Démontrer que b = (b1, bo, b3) est une base de R3,
(3) Déterminer T' = .#,,(f). En déduire que f est bijective.
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(4) Calculer N2 pour N= | 0 0 2 |.En déduire N* pour k > 0.
000
(5) Soit n € N. Calculer 7™ en fonction de n et N, puis en fonction de n uniquement.

(6) En déduire A™ en fonction de n.

. Soit u I’endomorphisme de R? dont la matrice par rapport a la base canonique (e;, ey, €3)

15 —11 5
est M = 20 —15 8
8 -7 6

(1) Montrer que ¢’ = (€}, e, €4) est une base de R?, ou
6/1 = 261 + 362 + €3, 6,2 = 361 + 462 + e3 et 6% =e1 + 262 + 263.
(2) Ecrire la matrice de passage de la base canonique & la base ¢’ et la matrice de passage
de la base ¢’ a la base canonique.
(3) Déterminer la matrice M’ de u relativement a la base ¢’
(4) En déduire M™, pour tout n € N.

(5) Montrer que u est un isomorphisme et écrire la matrice de u~! dans la base canonique.



