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Topologie
Feuille 5: Espaces métriques

Exercice 1. Exemples d’espaces métriques.

1. Soit (X, || - ||) un espace vectoriel normé. Montrer que 'application d : X — [0, +o0],
définie pour tous x et y par d(z,y) = ||z — y|| est une distance sur X. Déduire que les
espaces suivants sont des espaces métriques:

(a) X =R" avec d(x,y) =max{|z1 — y1|,.-,|Tn — Yn|}-
(b) X =R" avec dp(x,y) = (> |zi —uilP)P.
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(c) X =C[0,1] avec d(f,g) = [y |f(t) — g(t)|dt.

2. Soient RT := {x € R;xz > 0} et d : Rt — [0, 4o0|, définie pour tous z et y par
d(z,y) = ]% — %\ Montrer que RT est un espace métrique.

3. Soient X = R et dj, dy deux applications de X & [0, 400 définies pour tous x et y par
di(z,y) = |arctanz — arctany| et da(z,y) = arctan|z — y|. Vérifier qu’on a defini deux
distances sur X.

4. Soient E un ensemble fini et P(S) := {A | A C E}) 'ensemble des parties de E. Soit
Papplication d : E — [0, +oo[, définie pour tous A et B par

d(A, B) = #((A\ B)U(B\ 4)).
Exercice 2. Espace discret.

Soient E un ensemble et d : E — [0, +oco[ application définie pour tous z et y par d(z,y) = 1
siz#yetd(z,y =0siz=y.

1. Démontrer que d est une distance sur F; elle est appelée distance discr é te sur E.
2. Déterminer les boules ouvertes B(zg,r) ol zg € E et r > 0.

Exercice 3. Soit (E,d) un espace métrique. Vérifier que les applications suivantes sont des
distances sur E:

1. di(z,y) = /d(z,y).
2. da(z,y) = min{l,d(z,y)}.

d(z,
3. d3(z,y) = 1+(d(§,)y)'

Exercice 4. Soit (F,d;,ds) un espace métrique. Les applications suivantes sont des dis-
tances sur E7?7

1. dy +ds.

1dy + 3ds.
dy - da.
&2, d3.
max{dy,da}.
min{d;, ds}.
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