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Topologie
Feuille 6: Ouverts et fermés

Exercice 1. Soit I'espace métrique (R%, d), ow d((z1,y1), (z2,32)) = /(21 — 22)% + (y1 — y2)2.
Déterminer si les sous-ensembles suivants sont fermés et calculer leur intérieur et leur ad-
hérence.

1. A={(z,y) eR? : z =2}
2. B={(z,y) € R? : 22 + 4> > 1}.
3. C={(z,y) €R? : z =192}

Exercice 2. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que, pour tout a € X et pour tout
x € B(a,r)

B(z,r —d(z,a)) C B(a,r).
Exercice 3. Soit 'espace métrique (R, d), ou d(z,y) = |x — y|. Montrer que
1. Q° =0.
2. (R\Q)° = 0.
3. Q n’est pas fermé (alors Q n’est ni ouvert ni fermé).
4. Montrer que le sous-ensemble A = {1, n € N} n’est ni ouvert ni fermé.
5. Montrer que si on remplace d par la distance discrete, Q et A sont a la fois ouverts

et fermés. Generaliser votre resultat pour a tout sous-ensemble d’espace metrique
discret.

Exercice 4. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que l'intersection d’un nombre fini d’ensembles ouverts est un ensemble ou-
vert.

2. Montrer que 'union d’un nombre fini d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

3. Donner un exemple d’une intersection d’un nombre infini d’ensembles ouverts qui n’est
pas un ensemble ouvert.

Exercice 5. Montrer que tout ouvert d’un espace métrique (X, d) est réunion de boules
ouvertes.

Exercice 6. Soient (X,d) un espace métrique, A un sous-ensemble ouvert et F' un sous-
ensemble fermé. Montrer que

1. AcC A°.
2. F D F°.
Exercice 7. Soient (X, d) un espace métrique et A un sous-ensemble de X.

1. Montrer que A est fermé si et seulement si pour tout x € X tel que pour tout ¢ > 0,
B(z,e)NA#0( , alors z € A.

2. Montrer que = € A si et seulement si B(z,€) N A # () pour tout € > 0.
3. Montrer que (X\4)° = X\ A.



